Teorie k pocetni casti

Matematika 2, 2024 /25
vytah teorie ze cviceni

Parcialni derivace (10 bodi)
Tabulka s derivacemi od Kuncové.
Navod

e urcit a nakreslit D(f), jaka je jeho hranice?

o K nakresleni se muZe hodit: napsat si D(f) jako kone¢né sjednoceni/prinik mnoZin tvaru
[y < g(z)], resp. [y > g(x)], neb tyto mnoziny jsou vlastné plocha pod/nad grafem funkce g

e urcit, zda je funkce definovana po vétvich - v tom piipadé si nakreslim mnoZiny, na kterych méa ruzné
predpisy

e zjistim, zda a kde je funkce spojita (potieba napt. k Véteé 44 - ZS)
e ve vnitfcich ziskanych mnozin vypocitam parcialni derivace

e pokud je funkce na hranicich mnozin definovana, spoc¢tu zde derivace zvlast - z definice/dle Véty 44
- 7S.

o Aby parcialni derivace davala smysl, musi byt funkce definovana na tsecce prochézejici danym
bodem v piihodném sméru (napft., pokud funkce neni tésné nad bodem x definovina, nema
smysl tam pocitat derivaci podle y.)

e Te¢né rovina: pokud jsou par. derivace spojité, je definovana.

o Dosadim do ptedpisu T'(z) = f(a) + >_i_; fr.(a)(x; — a;). Pokud chei graf T' popsat rovnici,
tak v predpisu pro T misto T'(z) napisi zy4+1.

Definice (Parcialni derivace). Necht f je funkce n proménnych, i € {1,...,n},a € R". Pak &islo
t ) —
ox; t—0 t
— lim f(al, e G105+t a1, ... ,an) — f(al, L. ,an)
t—0 t

nazyvame parcialni derivaci (prvniho fadu) funkce f podle j -té proménné v bodé a (pokud
limita existuje).

Aritmetika derivaci: (f+¢9)=f"+¢, (f-9)/=f -9+ f-7, (i) _ fl9=Ifg
Derivace slozené funkce: (fog)'(z) = f'(9(z)) - ¢ (x)

Véta 44 - ZS (Vypocet jednostranné derivace). Necht realna funkce f je spojita zprava v bodé a € R a
existuje lim, o4 f'(x). Pak existuje f/ (a) a plati f’ (a) = lim;_.4 f'(z). Leva strana analogicky.
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Véta 21 (zaménnost parcidlnich derivaci). Necht i,5 € {1,...,n} a funkce f ma na okoli bodu a € R"

2 2
obé parcialni derivace 83 5{;_ a &Ca, gx_, a tyto funkce jsou v bodé a spojité. Pak plati
10T j J i

0% f 0% f

6@6% 4= aaijaxz @

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R" oteviena, a € G, f € C'(G). Pak graf funkce
T(z) = f(a)+ Y fr,(a) - (zi — a;)
i=1

je te¢na nadrovina fe grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Definice. Uvazme funkci f: R™ — R. Pak za vrstevnici funkce f povazujeme mnozinu [f = ¢, kde
ceR.

Implicitné zadana funkce (10 bodi)

Navod

e anulujeme rovnici a nenulovou stranu oznacime jako F

e spocteme parcialni derivace F

e ovéfime predpoklady véty 22, resp. véty 23

e dle véty 22, resp. 23, spocteme ¢, resp. ¢, 1’ pomoci nasl.

— pomoci Fetizkového pravidla

— metodou: zderivuji rovnost F(z, p(x)) = 0 podle pfislusné proménné, vyjadiim ¢’

e dosadime spoctené do te¢né nadroviny z definice

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r, s € N a necht G C R*, H C R" jsou oteviené mnoziny. Necht
1, 0r € CHG), f € CYH) a bod [p1(z),...,0(z)] € H pro kazdé z € G. Potom slozena funkce
F : G — R dana predpisem

F(z) = f(p1(2), p2(2), ..., ¢r(2)) 2 € G,

je tiidy C! na G. Necht a € G a b = [p1(a),...,¢.(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

oF " Of . Oy;
5, @0 = 2 5 050 (@),

i=1

Véta 21 (zaménnost parcidlnich derivaci). Necht 4,57 € {1,...,n} a funkce f ma na okoli bodu a € R”

obé parcialni derivace afjaj; - a Bmajgxi’ a tyto funkce jsou v bodé a spojité. Pak plati

0% f
833181' Y

_
N a:(}ja.%'z

(a) ().

Véta 22 (o implicitni funkei). M&me otevienou mnozinu G C R™"! a bod [zg, 1] € G. Uvazujme funkci
F : G — R splhujici:

Matematika 2, 2024 /25 2



(i) FeCclq),
(ii) F(wo,y0) =0,
(iii) 95 (w0,0) # 0.

Pak existuje U okoli bodu zg (v R"™) a okoli V' bodu yo (v R) takova, ze pro kazdé x € U existuje pravé
jedno y € V spliwjici F(z,y) = 0. Oznaéime-li toto y jako ¢(z), pak takto vznikla funkce ¢ € C*(U) a

OF
() = —55 prox e U je{l,...,n}
Ox; 8 (z, (x

Poznamka. Vzdy plati, ze ¢(x0) = yo a F (z,¢(x)) = 0 na jistém okoli bodu xy.

Poznamka (Prohozeni souradnic). Chceme-li ukazat, ze zadané rovnost ur¢uje implicitné zadanou funkci
jinych proménnych, nez obvykle, sta¢i v postupu prohodit souradnice. Vizte piiklad nize.

Pi¥iklad. UkaZte, Ze rovnice 22 4+ y? = 1 uréuje na okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkci ¢ proménné
y. (nikoli proménné x).

Postup bude stejny, akorat tam, v postupu prohodime vyskyty FJ, Fé - tj. pfi ovéfovani (iii) ve vété
22 budeme zjistovat, zda F(zo,yo) # 0 atd.

Vzorec pro druhou derivaci, odvozeny na cviku:

Fy (x, ()

Fy(xp(x)
o= \Fea t Fey ) By = Fo (B + By )
(£y)° |

/
y
kde F' a jeji derivace vyhodnocujeme v bodé (z, p(x)) a ¢ a jeji derivace vyhodnocujeme v bodé x.

Méme ¢'(x) =

MizZe se hodit:

Véta (Vztah znaménka derivace a monotonie funkce). Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht
f je spojitad na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnozinu vnitinich bodu intervalu J ozna¢me jako Int .J)
mé derivaci.

(i) Je-li f'(z) > 0 pro v8echna x € Int J, pak f je rostouci na J.
(i) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna z € Int J, pak f je klesajici na J.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € Int J, pak f je neklesajici na J.
(iv) Je-li f’(x) <0 pro v8echna x € Int J, pak f je nerostouci na J.

Véta (druhé derivace a konvexita). Necht a,b € R*,;a < b a f ma na intervalu (a,b) vlastni druhou
derivaci.

(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze konvexni na (a,b).
(ii) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze konkavni na (a,b).
(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je konvexni na (a,b).

) (z) (a,0)

(iv) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé = € (a,b), pak f je konkavni na (a,b).

Matematika 2, 2024 /25 3



Véta 23 (o dvou implicitnich funkcich). Mg&me otevienou mnozinu G C R"*2 a bod [z, 5] € G.
Uvazujme dvé funkce Fy, F5 : G — R spliwijici pro n&jaké k € NU {+o0}:

(a) Fi, Fy € CHG),

(b) Fl(anyO) = Oa F2($07y0) =0a

or,  oF
Oyr  Oy2

©) | o | (0090 = Gk (w0, y0) - G2 (20, y0) — GEL (w0, %0) - Go2 (w0, 90) # O,
oy1 y2

Potom existuje U okoli bodu z¢ (v R™) a okoli V bodu yo (v R?) takova, Ze pro kazdé = € U existuje
jediné y € V spliwjici Fi(z,y) = 0 = Fy(z,y). Muzeme tedy reprezentovat [y1,y2] = [p(z),1¥(x)] pro
néjaké funkee @, € C*(U).

Poznamka. Obvykle dostaneme soustavu rovnic o proménnych z,y,u,v. Pak bod xg ve vété vyse je z
naseho zadani [zg, o] a bod yo je z naseho zadani bod [ug, vg]. Vzdy plati ¢(zo,yo) = o, ¥ (0, yo) = vo
a Fy (CC, Y, @(‘rv y)7 1/1(337 y)) =0 na JIStém okoli [x07 ?/0]

Vzorce pro derivace

o = (Fo)y (Fu)y — (R (Fa)y, = (P — (B
(R, (B, — (B, (F1), (F1),,

o — (F2), (F1), — (F1), (F2),, o = —(F1), ¥y — (F1)y,
(), (B, — (B, (Fy), Y (F1),,

Derivace za pomoci matic:
(¢l 1)) je FeSenim soustavy dané matici

Matice vySe (bez pravé strany) je pfesné matice, jejiz determinant ovéfujeme ve Vété 23.

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R" oteviena, a € G, f € C'(G). Pak graf funkce
T(z) = f(a) + ) f1,(a) - (x; — i)
=1

je te€na nadrovina fe grafu funkce f v bodé [a, f(a)].
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Extrémy funkce vice proménnych (15 bodi)
MnozZiny v R"
Znaceni. Namisto z € R": V(z), kde V(x) je néjaka vlastnost pro bod x € R", budeme psat [V (z)].

Definice. Bud M c R".
Bod x € R” je

e vnitini bod mnoziny M, pokud Ir > 0: B(x,r) C M

e hrani¢ni bod mnoziny M, pokud Vr > 0: B(x,7) "M #0 a B(x,r)N(R"\ M) #0.
Dale

e Int M = [z je vnitini bod mn. M] je vnit¥ek mnoziny M,

e H(M) = [z je hrani¢ni bod mn. M] je hranice mnoziny M.

Uzavér mnoziny M je mnozina M U H (M), znacime ji M.
Mnozina M je oteviena (v R™), jestlize je kazdy jeji bod zaroven vnitinim bodem.
Mnozina M je uzaviena (v R"), jestlize H(M) C M (respektive, pokud M = M).

Véta 4. M C R” je oteviend <= R"™\ M uzaviena <= pro kazdou posl. z,, € M,n € N, konvergujici
k x € R" plati, ze x € M.

Véta 2, 5 (vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin). V R™ plati:
e (),R™, libovolné sjednoceni otevienych, kone¢ny prinik otevienych jsou oteviené mnoziny
e (), R™, libovolny prinik uzavienych, koneéné sjednoceni uzavienych jsou uzaviené mnoziny
Véta 11. Necht f je spojita funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
e mnoziny [f > c|,[f < ¢] jsou otevieng,
e mnoziny [f < ¢|,[f > ¢],[f = ¢] jsou uzaviené.
Definice. Mnozina M C R" je omezena, pokud existuje r > 0 t.z. M C B(0,r).

Véta 12 (Charakterizace kompaktnich mnozin). Mnozina M C R™ je kompaktni, pravé kdyz je uzaviené
a omezena.

Extrémy

Navod

e vySetfim kompaktnost M - Véta 14
e vySetfim f na Int M - Véta 16
e vySetiim f na H(M)

— multiplikatory - Véty 24, 25 (pozor je potfeba, aby G oteviend — feSime na Int G a pfipadné
vySetiime zv1ast f na H(G))

— bod H(M) lze vyjadiit jako bod zavisly na méné proménnych (parametrizace) = dosadim
jej do f a zkoumam dal
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e porovnam hodnoty ve vSech bodech podezielych z extrému a vyberu nejvétsi a nejmensi.

— M komp. = jde o maxima a minima

— M omezena, ale ne komp. = zkoumam na M a pokud extrémy vyjdou v bodech, které
nejsou v M, tak jde pouze o infima/suprema

— M neomezena = je tieba né&jakym trikem ukazat, Ze jde skutetné o maximum/minimum
(odhady, pomoci derivaci apod.).

Véta 14 (o nabyvani extrémt). Je-li M C R™ neprazdna kompaktni mnoZina a f: M — R spojita, pak
f na M nabyva svého maxima i minima.

Véta 16 (nutnd podminka lokalniho extrému). Necht G C R™ je ot. mn., a € G a funkce f: G — R ma

v a lokalni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati, ze %(a) bud neexistuje, nebo je rovna nule.

Véta 24 (Lagrangeova véta o multiplikitoru). Necht G C R™ je oteviena mnozina a f,g € CY(G).
Oznactme M = {x € G: g(x) = 0} a necht & € M je bodem lokilniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z nasledujicich podminek:

(D) Vg () = o,
(IT) existuje A € R spliwjici Vf(Z) + AVg(z) = 0.

Véta 25 (Lagrangeova véta o dvou multiplikatorech). Necht G C R™ oteviena mnozina, f, g1, g2 € C1(G).
Oznatme M = {x € G: gi1(x) = g2(z) = 0} a necht bod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z podminek:

(I) Vgi(2),Vga(Z) jsou linearné zavislé - tj. Vga(Z) = 0 nebo existuje k € R t.2. Vg1(Z) = k- Vga(Z)

(I) existuji o, B € R spliwjici Vf(2) + aVg1(Z) + fVg2(Z) = o.

Primitivni funkce, uréity integral (15 bodi)

Definice. Funkce F' je primitivni funkce na otevieném neprazdném intervalu I k funkci f, pokud
F' = f na celém I. Znaéime [ f = F, respektive [ f(z) do = F(x).

Véta (linearita integralu). Necht f, g jsou spojité funkce a a,b € R. Pak plati
/af(a:) + bg(x) dz = a/f(x) dx—l—b/g(m) dz.
Véta (per partes). Necht u,v jsou spojité funkce na I. Pak plati

/ /
/u.v :u-v—/u - .

Véta (o substituci). Bud F' primitivni funkce k funkei f na intervalu (a, b) a ¢ diferencovatelné funkce
na («, 8). Je-li ¢ ((a, B)) C (a,b), pak plati

/ F(o(@))g! (z) dz = F(p(x)) pro = € (a, B).

Matematika 2, 2024 /25 6



Parcialni zlomky

Rozklad na parcialni zlomky - postup

funguje v piipadé, Ze Citatel je nizstho fadu, neZ jmenovatel - pokud tomu tak neni, tak nejdiiv
provedeme déleni polynomu polynomem

jmenovatele rozlozim na soucin - co nejvic to jde, dostanu nejvyse kvadratické ¢initele (mohou se
hodit reciproké rovnice - viz nize)

napisSu zadany zlomek = soucet zlomkiu takto:
— ve jmenovateli je (ax + b)" = napravo napisu %j_b + -+ ﬁ
— ve jmenovateli je (ax? + bz + ¢)" == napravo napisu % +- 4 %
ziskanou rovnici pfenasobim jmenovatelem
dosadim nulové body — uréim tak par koeficienti
upravim do tvaru ... = (.. )a" + (.. )z P+ () 4 (-L)
porovnam koeficienty u stejnych mocnin x — soustava

vyfesim soustavu — dostanu hodnoty A;, B;

Poznamka. Pii rozkladu jmenovatele: pokud kvadraticky trojclen lze rozlozit na soudin, tak jej rozlozim
( jinak by mohl vyjit zlomek, ktery nelze zintegrovat).

Fakt. Kazdy polynom lze rozlozit na soucin polynomt druhého a prvniho stupné.

Napovéda

Citatel alespon stejného stupné, nez jmenovatel — déleni mnohoc¢lenu mnohoclenem
rozklad na parcidlni zlomky

/ W dx — substituce

o [ ( 2ar+b___ 5. gubstituce
axr

(az24bx+c)™

° f axQ 5 dz — substituci prfevedeme na f oy dy

1
° f (az?+bx+c)™

f m dz — doplnénim na étverec, prevedeme na piredchozi piipad

de — f 2+1 du — substituce v = tant

Reciproké rovnice

Definice. Uvazme rovnici a,z" + - -- + a1x + ag = 0, kde aq, ..., a, € R,a, # 0.
Pokud ar = a,_x pro k =0,...,n, pak je rovnice reciproka rovnice 1. druhu.
Pokud ay = —a,_; pro k =0,...,n, pak je rovnice reciproka rovnice 2. druhu.

Poznamka. 1. druh: prvni a posledni koeficient se rovnaji, druhy a predposledni se rovnaji, atd. .
2. druh: prvni a posledni koeficient se ve znaménku, druhy a pfedposledni se lisi ve znaménku, atd
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Priklad.

1. druh: 22* — 23 + 522 —z+2=0

2. druh: 324 — 2234022 4+22-3=0

Pokud by v posledni rovnici misto 0 bylo jiné ¢islo, tak by neSlo o reciprokou rovnici - 1. druhu byt
nemuze, nebot aq # ag, a 2. druhu byt nemize, neb ay # —az (n =4,k = 2).

Plati nasledujici:

e Je-li  kofenem reciproké rovnice, pak i % je kofenem reciproké rovnice
e 1. druh lichy stupen = —1 je kofen

e 1. druh sudy stupen = vytkneme z7 a uzijeme substituci y = x + %

e 2. druh = 1 je kofen

Postup: Rovnici vydélime (z — kofen) nebo 22 - podle toho o jaky typ rovnice jde (viz vyse).
Dostaneme reciprokou rovnici nebo rovnici, kterou jiz umime vyfteSit a postupujeme dal.

Pi¥iklad. Vyfeste rovnici 3z° + 162* 4 292 + 2922 + 162 + 3 = 0 nad R.

Resend. Ztejmé jde o rovnici 1. druhu lichého stupné. Rovnice by tedy, dle vySe uvedeného, kotfen —1 (Ize
ovéTit dosazenim).

32° 4+ 162" +292% +292% + 162 +3=0 /:(z+1) — kofen — 1
3zt +132° + 1622+ 13z +3 =0

Dostali jsme rovnici 1. druhu sudého stupné. Proto rovnici vytkneme z? a provedeme substituci
1
y=x+ ;.

13 3
3SU4+13333+161‘2—|—13:1:—|—3::U2<3x2+13x—|—16—|—+2>
X X
X X

3

13 1 1
pak3x2+13:c+16++2:13<x+>+3<a:2+2>+16:13y+3(y2—2)+16:
Z T T T

1 3
=3y> + 13y + 16 — 6 = 3y? + 13y + 10 = (y + 1)(3y + 10) = <x++1> <3x++10>
T X

1 3
= 3x4+13x3+16x2+13x+3:x<x++1>x(3x++10> = (2 +2+1) (32® + 10z + 3) =
Zz T
= (> +z+1)(B3z+1)(z +3)

Z rozkladu je vidno, Ze rovnice 3z + 1323 4 1622 4 132 + 3 = 0 ma kofeny —%, —3.

Celkové méa zadana rovnice koreny: —3, —1, —%.
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Goniometrické substituce, odmocniny

1M Vizdy je tfeba si hlidat definiéni obory !!!
Goniometrické substituce
Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménnych (jde o podil dvou polynomi dvou proménnych).

e R(—sinx,cosz) = —R(sinz,cosz) = t =cosz, dt = —sinz dz
e R(sinz,—cosz) = —R(sinz,cosx) = t =sinz, dt = cosz dz

e R(—sinz,—cosx) = R(sinx,cosz) = t = tanx pro x € (—%—i—kw,%—i—kw) ke Z.

Pak
Loy 9 t2 5 1 , t
= sin“x = —— cos“x = sinzcosx =
2+1 7 1+t2 1+t2 1+t
o Vidy: t =tan § pro x € (—7 + 2kn, 7 + 2kn) |k € Z.
Pak )
2 i 2t 1—t
dx:mdt, Slnx:m, cosT = T
Odmocniny

Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménnych (jde o podil dvou polynomi dvou proménnych).
U niZe uvedenych substituci: k dopoc¢tu dt nejdiive vyjadiime = v zévislosti na ¢ a pak teprve derivu-
jeme (vizte priklad nize)

(;E, Wr+a),meNm>1, = t=Tr+a

° R(w, T ‘C‘gfj:d>,meN,m>1,a,b,c,dER,ad5£bc = t= m,/%idb
(x, Vazr? + bx + c)
o ar? +br+c=alr—r1)? = Var?+bx+c= /alz — x|

o ar’ +br+c=alr —r)(r —12) = t:\/%

o ax? +bx + ¢ nema kofen = t = Vaz? +br +c+ x\/a

Poznamka. Vyskytuje-li se v integralu vice odmocnin, pfevedeme je na mocniny téZe odmocniny (napf.

VT a ¥z prevedeme na (¥/z) a (¥/z)?).

Piiklad. ¢ = /%t

r—2

s w+1 2 _ 2 _ 2 2241
t—x_z:>t(m—2)—x+1:x(t—1)—l+2t = T= 57
262 +1 4412 — 1) — (2t2 — 1)2t 43 — 4t — 413 — 2t —6t
21 v 2 1) (2 — 1) 2 1)
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Urcity integral

Definice (Ur¢ity integral). Necht a,b € R,a < b, f: (a,b) — R* a F ke primitivni funkce k f na (a,b).
Pak )
[ #@) do=Fo-) - Flas),
kde
(at) = lim F(z), F(b—)= lim F(z),
pokud limity i jejich rozdil existuji jako prvky R* = R U {—o00, 00}.
Znaceni. [F(z)]” = F(b—) — F(a+), navic pro a < b definujme [F(z)]; jako — [F(2)]°.

a a

Poznamka. Nékteré integraly na nekone¢nych intervalech vychézi konecné, jiné nekonecéné. Napr. lze
P . [oo1 . oo 1 .
ukézat: [[© L dr=o0a [ 5 dz=1<o0.

Véta (Aditivita integralu). Necht a,b,c € R*;a < ¢ < b.

(i) Pokud existuje fab f(x) dz, pak existuji i [7 f(z) dz a fcbf(a:) dz a plati

/abf(x) d = /acf(x) dx+/cbf(x) du.

(i) Pokud existuji [ f(z) dz, fcb f(z) dz a f je v c spojita, pak existuje i fff(w) dz a je roven

/acf(x) dz + /be(:c) dz.

Véta (Substituce pro ur¢ity integral). Necht a, 8 € R* ¢ je diferencovatelné na intervalu (o, ) a ryze
monoténni a F' je primitivni funkce k funkei f na intervalu (p(a), ¢(8)). Pak

B
| fetane @ ds = FWI).

Je potieba si hlidat, aby ¢ byla ryze monoténni. Proto napf. u susbstituce ¢t = tanx je nékdy nutné
nejdfive pouzit aditivitu integralu a roztrhnout interval, na tkerém integrujeme, na takové intervaly, kde
je tan x ryze rostouci apod.

Mize se hodit

Limita sloZzené funkce: Bud ¢, D, A € R*, a jsou f a g funkce. Necht plati, ze lim, ,.g(z) = D a
lim,_,p f(x) = A. Necht plati alespoii jedna z podminek:

(P) 3n >0V € P(e,n) : g(x) # D,
(S) f je spojita v D.
Pak plati lim,_,. f(g(z)) = A.
e (a+b)" =37 (Darrok e sin(2z) = 2sin(z) cos(x)

o (3) = ﬁi@pn! =n-(n—1)-...-2-1 e cos(2r) = cos?(x) — sin?(z)
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Znamé limity

o lim, 0 *3* =1 o lim, ,o 222 =1 o lim, ,o 2€20Z —
. 1_1 .

o limg 0 7= =1 o lim, ,; 2B =1

o lim, o B0 g o lim, o 2S0s ] o lim, o 15 = 1

Odmocniny vicero typt lze prevést na odmocniny jednoho typu - napt. ¥z + vz = ( Vz)* + (Yz)°.

Fakt. Kazdy polynom lze rozlozit na soucin polynomut druhého a prvniho stupné.
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